4 Elektromagnetické viny v hmotném prostredi

V predchozi ¢asti jsme popsali sifeni elektromagnetické viny vakuem. Takova vina
neni ni¢im ovliviiovana. Neni zpomalovand ani tlumenda a §ifi ve vSech smérech
stejnou rychlosti c. Jakmile se dostane do hmotného prostiedi, jeji Sifeni se zméni.

4.1 Index lomu

Prochézi-li elektromagnetickd vlna hmotnym prostiedim, atomy a molekuly pro-
stfedi brani vlné v hladkém prichodu. Miru, jakou se fazova rychlost viny zmensi
oproti ¢, urcuje veli¢ina, kterou nazyvame index lomu. Index lomu n je pro dané

prostiedi definovan

n= o (23)
kde ¢ je rychlost viny ve vakuu a vy je velikost fazové rychlosti v prostredi. Cim
vétsi je index lomu, tim mensi je rychlost viny v prostiedi. Prostiedi s velkym
indexem lomu vice brani priichodu viln. Rikdme, Ze je opticky? husté. Index lomu je
bezrozmérna veli¢ina (je to pomér dvou rychlosti).

Vzduch za normélnich podminek (pfi daném tlaku, teploté a vlhkosti) mé in-
dex lomu velmi blizky jednic¢ce n =1,000272. Elektromagnetické viny prochéazejici
vzduchem jsou téméf stejné rychlé jako ve vakuu. Rychlost elektromagnetickych vin
ve vods je 225000000m-s~! (n = 1,33) a ve skle 200000000m-s~! (n = 1,53) .

Pozndmka: Déle si ukdzeme, Ze v plazmatu miize byt index lomu mensi nez jedna,
fazova rychlost vin je pak prekvapivé vétsi nez c (stéle ve shodé s pfedpoklady teorie
relativity).

Dopada-li paprsek svétla Sikmo na vodni hladinu, rozdéli
se na dva slabsi paprsky, obr. 18. Jeden se od hladiny odrazi
pod stejnym thlem pod jakym pivodni paprsek na hladinu S
dopadl. Druhy se na hladiné zlomi a prochazi do vody. Cim
vétsi je index lomu prostredi, do kterého se paprsek lame, tim
vice se paprsek odklani od svého ptivodniho sméru (na obrazku ;. 18. Odraz a lom
¢arkované). Z tohoto diivodu se veli¢ina n nazyva index lomu.

4.2 VlInova délka a frekvence viny

Vstoupi-li elektromagneticka vina do libovolného hmotného prostiedi, jeji frekvence
se nezméni. Spolu s frekvenci se zachova perioda T, ktera je s frekvenci f spojena

2Pfestoze zabratiuje priichodu viem elektromagnetickym vinam (nejen optickym, ale i radiovych
i rentgenovych), pouziva se termin opticky husté.
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rovnici (1) T' = % Uhlova frekvence w, dand vztahem (7) w = 27 f, zlistava také
beze zmén.

S poklesem fazové rychlosti viny pii vstupu do hmotného prostiedi se zmensuje
vlnova délka. Vytvari-li se jednotlivé vinky ve stejném tempu a vlna se nedostane
tak daleko, vilnky musi byt kratsi.

Tyto tvahy zapiSeme rovnicemi. Na obrazku 19 vi-
dime, jak elektromagneticka vlna s frekvenci f prechéazi
z vakua, do ,hvézdickového” prostiedi. Ve Vak*uu dle
rovnice (22) plati f = §, v prostfedi pak f = Z—ﬁ Jeli-

koz se frekvence zachovava, vztahy mtizeme dat do rov-

nosti a ziskame rovnici pro vinovou délku v hmotném
prostiedi obr. 19: Zména A v prostiedi
c U} vt
3= A—f = A= )\?f. (24)
Kolikrat pomaleji se vlna prostfedim s§iri, tolikrat ma oproti vakuu kratsi vinovou

délku. Pomoci definice indexu lomu n* = % ziskdme piehlednéjsi tvar
f

* 1
N=A" = N=A— = /\*:)\ (25)
n

ot
kde ,ohvézdickované” proménné piislusi hmotnému prostfedi a A znac¢i vlnovou
délku viny ve vakuu. Hmotné prostiedi na obrazku 19 méa index lomu roven 2, veli-
kost fazové rychlosti klesla na polovinu, na polovinu se také zkratila vinova délka.

Zabyvame-li se vlnami v hmotnych prostiedich, byva zvykem namisto vinové
délky A\ vlnu charakterizovat jeji frekvenci f nebo thlovou frekvenci w, w = 27 f,
které jsou pro konkrétni vinu ve vSech prostiedich stale stejné.

4.3 Disperze

Rychlost elektromagnetické viny prochéazejici prostiedim casto zalezi nejen na daném
prostiedi, ale také na vIné samotné — konkrétné na jeji frekvenci. Nejkrasnéjsim
diikazem tohoto tvrzeni je duha. Svétlo ze Slunce je slozeno z elektromagnetickych
vln o riéznych frekvencich, kterym odpovidaji jednotlivé barvy. Siii-li se vsechny
dohromady, vnimame je jako bilé svétlo. Dopadne-li svétlo na vodni kapku, kazda
frekvence se na povrchu kapky trochu jinak odrazi a zlomi. Vysledkem je rozlozeni
bilého svétla na jeho jednotlivé barevné slozky. Na jednom kraji duhy je Cervena
barva s nejmensi frekvenci. Cervend piechazi v oranzovou, dale ve Zlutou, zelenou,
modrou a na druhém kraji duhy je s nejvétsi frekvenci fialova barva. (Takové poradi
barev odpovida jejich vzestupnému fazeni podle frekvence, sestupnému podle vinové

délky.)
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Zavislost indexu lomu na frekvenci vlny nazyvame
disperzi. Ve vétsiné piipadu plati, Ze s rostouci frek-
venci roste index lomu prostredi a tedy klesa fazova rych-
lost viny, tzv. normalni disperze. Pfi normalni disperzi
hmotné prostiedi vice ovliviiuje vlny o vyssich frekven-
cich. Na obrazku 20 vidime?, Ze po priichodu svétla skle-

nénym hranolem se od ptivodniho sméru nejvice odchylil
paprsek modré barvy, naopak cesta cerveného se od pu-

obr. 20: Normalni disperze

vodni zménila nejméné. Modra barva s vyssi frekvenci
byla sklem vice ovlivnéna nez Cervena.
Pozndmka: V plazmatu se setkame také s anomalni disperzi, kdy viny o vyssich
frekvencich prochéazeji prostiedim snadnéji (rychleji) nez viny s niz$imi frekvencemi.
Dosadime-li do rovnice (23) n = i za fazovou rychlost vy vztah (13) vy = %, do-
staneme zavislost indexu lomu n na thlové frekvenci w, kterou nazyvame disperzni
relace
ck

n=% (26)

n =

el o

kde k je vlnové ¢islo. Disperzni relaci je také naptiklad zavislost tthlové frekvence

na vlnovém &sle w = <% (nebo jiny tvar rovnice (26)).

4.4 Izotropni a anizotropni prostiedi

Predstavte si, Ze stojite na pafezu v lese s pistalkou v ruce. Osm vaSich kamaradu
z atletického krouzku stoji kolem vés. Pisknete a vSichni kamaradi se rozutecou
po zalesnéné roviné kazdy na jinou stranu. Situaci vidime
shora na obrazku 21, kamaradi jsou cerné tecky, vy jste
cervend a hvézdicky pfredstavuji jehlicnany.

Po deseti sekundach pisknete podruhé a vsSichni se
zastavi. Les je vSude stejné husty, stromy jsou v lese
rozmistény nahodné, a tak kazdy z osmi kamaradd se
musel cestou vyhnout pfiblizné stejnému poctu stromt
— vSichni byli prostfedim stejné brzdéni. Jestlize vSichni
kamaradi béhaji stejné rychle, pak vytvofi kruznici, v je-

jimz stfedu jste vy a pafez.

Les je dvourozmérné prostiedi izotropni vii¢i béhani, obr. 21: Kamaradi v lese
at bézite jakymkoli smérem, za dany cas ubéhnete po-
kazdé stejnou vzdalenost. (Dvourozmérné proto, Ze béhate pouze po zemi — v jedné
roving.)

30br. 20 je prevzaty z [1]
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Anizotropnim ptikladem k izotropnimu lesu je trochu odrostld smrkova skolka,
kde jsou stromky vysazeny husté v fadach. Kamarady jste presvédcili, aby se pokusu
zucastnili jesté jednou — tentokrat ve skolce. Stojite v jedné z uli¢ek. Pisknete poprvé
a kamaradi se rozutecou, po chvilce

pisknete podruhé a vsichni se za- a) ginsy b) S

stavi (obr. 22a). 51; SV z
Nejlépe se pobézi Silvii, ktera : 1 g

bézi na sever, a také Julii bézici na X i \ 7 Y, .

jih. Cestou se nemusi vyhybat zad- AT 0

nym smrc¢kum, a tak se od vas do- T

stanou nejdal. Slavek Vesely, Jarda J'? : vf\/

Vomacka, Jindra Zindulka a Standa \ﬁ/ -

Zelenda, kteii bézi v poradi na se-

verovychod, jihovychod, jihozdpad a obr. 22: Kamaradi v lesni skolce; diagram velikosti fa-
severozapad, se musi prodirat né- zové rychlosti v zavislosti na sméru

kolika fadami stromki. Okolni pro-

stfedi je brzdi — neubéhnou tak velkou vzdalenost jako Silvie s Julii. Nejobtiznéji se
pobézi Vendule na vychod a Zderkovi na zapad. Cestou musi prekonat nejvice fad
smrckii. Z pohledu shora kamaradi vytvoii kiivku podobnou elipse. Skolka je dvou-
rozmérné anizotropni prostfedi vii¢i beéhani - vase rychlost zalezi na sméru, kterym
se vydate.

Opticky izotropni prostiedi je takové, ve kterém se elektromagnetickd vina
o dané vlnové délce $ifi vSemi sméry stejné rychle (Sifeni je ve vSech smérech stejné
ovliviiovano). Izotropni prostiedi mé tedy pro kazdou elektromagnetickou vilnu je-
dinu hodnotu indexu lomu. Vlnoplochy jsou kulové plochy se stfedem ve zdroji
vinéni.

V opticky anizotropnim prostfedi rychlost vlny zavisi na sméru Sifeni, a tak
kazdému sméru odpovida néjaka hodnota indexu lomu.

Zavislost velikosti fazové rychlosti na sméru sifeni elektromagnetické viny v da-
ném dvourozmérném anizotropnim prostfedi mtizeme zobrazit grafem na obrazku
22b. Smér sifeni je charakterizovan orientovanym thlem, o ktery se smér fazové
rychlosti vlny odchyluje od pfedem zvolené poloosy z.

Sifi-li se vlna pod tihlem «, vzdéalenost bodu A na elipse od stfedu elipsy O od-
povida velikosti fazové rychlosti pro dany smér. Z obrazku 22b vidime, Ze nejrychleji
se vlna 8ifi pfimo nahoru (o = 0) a pfimo doli (o = 180°). Témto dvéma smérim
pripada tudiz nejmensi hodnota indexu lomu n. Nejpomaleji se budou sitit elektro-
magnetické viny kolmo na poloosu z, thly 90° a 270°. Zde jsou maximalni hodnoty
indexu lomu.
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4.5 Valcové symetrické prostredi

Sedite v nezndmé mistnosti na tocici zidli s baterkou v ruce. Svitite Sikmo, tifeba
pod dhlem 20° od svislého sméru (na obrazku 23a modry ptipad). Vinam, které
vysilate patii jista hodnota fazové rychlosti. Kdyz se na zidli pootocite, budete svitit
jinam, stale vSak pod stejnym thlem vzhledem k svislému sméru. Velikost fazové
rychlosti vln se oproti predchozimu pripadu nezméni. Na mife pootoceni nazalezi, a
tak vsechny stejné dlouhé fazové rychlosti vytvori modry kuzel, obr. 23b.

Nyni baterku sklonite, zménite tihel
tfeba na 30° (Cerveny pripad). Svéte- a) ¢ b) c)
nym vlndm ted bude pfipadat jina ve- CI)
likost fazové rychlosti. Otoceni na zidli 20
opét nebude hrat roli. Hmotné pro- vf
stfedi, které se v mistnosti nachazi, je

valcové symetrické se svislou osou

symetrie. Velikost fazové rychlosti viny

zavisi pouze na thlu, o ktery se odchy-

lujete od svislé osy, toceni na zidli vliv | T
nemé. Na obrazku 23b jsou jesté za-
kresleny &erné sméry kolmé na osu sy- obr. 23: Vélcové symetrické prostredi
metrie a zelené sméry odpovidajici ihlu

135°.

Valcoveé symetricka je naptiklad hruska, kterou kdyz roztocite kolem osy procha-
zejici stopkou a bubdkem (obr. 23c), tak vypad4 stale stejné.

Omezime-li se ve valcové symetrickém prostiedi na rovinu kolmou na osu sy-
metrie, graf popisujici velikosti rychlosti vytvori kruznici — ¢erna kruznice pro sedé
sméry. Vzdy kdyz vodorovné roziiznete hrusku skrz jadiinec, fezem bude kruznice.

Zvolime-li si ve valcové symetrickém prostiedi jakoukoli rovinu obsahujici osu
symetrie, jeji graf bude pokazdé stejny. At hrusku rozfizneme kteroukoli rovinou
obsahujici stopku a bubdk, ziskdme vzdy stejny tvar.

Pro popis vsech sméri v trojrozmérném anizotropnim valcové symetrickém pro-
stredi ndm staci zndt rozloZent rychlosti v libovolné roviné obsahugjici osu symetrie.
(Z libovolného Tezu hrusky prochdzejici stopkou a bubdkem si vZdy predstavime celou

hrusku.)
Anizotropni prostiedi, které budeme déle uvazovat, budou valcové symetricka.

4.6 Grupova rychlost

V noci svitite baterkou do okna proté€jsiho domu, které patii vasemu kamaradovi
ze zékladni skoly. Kdyz budete jen svitit, nic tim nesdélite (snad jen to, Ze vam
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v pokoji néco sviti). Cheete-li poslat néjakou zpravu, musite blikat; tfeba morseovku.

Dlouha4, stale stejna vina z obrazku 24a v sobé nenese zadnou informaci. Pokud
chceme poslat néjaka data, musime vlnu modulovat — ménit jeji amplitudu (a
v disledku toho i frekvenci). Informace je pak ukryta v obalce viny. Na obrazku
24b jsou prvni dvé pismena ze slova AHOJ: A tecka, ¢arka, H ¢tyti tecky. Obalka je
cervené.

Kdybychom svitili zlutym svétlem a signal morseovkové carky by trval pil sekundy;,
veslo by se do baliku 3-10'* vInovych délek. V obrazku 24b je v ¢arkovém baliku na-
kresleno jen osm vlnek — obréazek je pouze schematicky. Cislo 3-10'* ziskdme snadno:

vzdalenost, kterou svétlo urazi za ptil sekundy, s=c-t = s=3-10%-0,5m=1,5-108m,

_ 15108 14
_500-10*9_3 10,

Pozndmka: V praxi se také pouziva frekvenéni modulace, kdy amplituda ztstava

vydélime vlnovou délkou zlutého svétla £

konstantni a méni se pouze frekvence viny. Zkratky u radii odpovidaji amplitudové
nebo frekvenéni modulaci — AM, FM.

a)

obr. 24: Elektromagnetickéd vina bez informace a vlna se vzkazem v morseovce

Rychlost sifeni informace (rychlost obalky) mé obecné jinou velikost nez je ve-
likost fazové rychlosti viny. Vztah pro ,jobalkovou” rychlost si odvodime. Budeme
uvazovat nejjednodussi ptripad, kdy se dvé rizné elektromagnetické viny o thlovych
frekvencich w; a wy Sifi stejnym smérem v izotropnim prostiedi. Viny slozime a
z pribéhu elektrické intenzity E vysledné viny budeme schopni urcit velikost rych-
losti obalky. Odvozeni pribéhu E je sice zdlouhavé, ale neni prilis obtizné. Budeme
upravovat vyrazy a pouzijeme souctové vzorce pro sinus a kosinus, které jsou v ta-
bulkach.

Odvozeni elektrické intenzity slozené viny

Uvazujme dvé elektromagnetické vlny oznacené pismeny Z a M, které maji rtizné
thlové frekvence, rtizna vinova ¢isla a shodné amplitudy. Obé se §ifi podél osy =
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a jejich elektrické slozky E; a FE); kmitaji do sméru osy z, na obrazku 25 zelené
a modre. Diky tomu muzeme elektrickou intenzitu vlny, ktera vznikne slozenim
zelené a modré viny, vyjadrit jako soucet elektrickych intenzit vin ptvodnich; F =
E; + Ey. Z vysledné Cervené oznacené intenzity F urcime velikost rychlosti, kterou

se §ifi informace ukryta ve viné. Pro vétsi prehlednost budeme nejdiive upravovat
jednotlivé slozky E; a E)y; zv1ast.

TN AN A AN A A Y

VRVAVRYIVIVAVRYR VA VARIVIAVIAV R VI VAVAYVIS

obr. 25: Slozenim modré a zelené vlny vznikne Cervena
Elektrické intenzity vin Z a M zapiSeme ve tvaru
Ez = Exsin (wzt — kzx), (27)

Ey = Easin (wyt — kyx), (28)

kde wz a wys jsou thlové frekvence, kz a ky; vinova ¢isla, 4 je amplituda (stejna
pro obé vlny) a t je Cas.

Predpokladejme, zZe nase vlny maji blizké thlové frekvence lisici se jen o malo.
Potom je mtzeme vyjadrit pomoci jejich primérné thlové frekvence w a malého
skousicku” Aw, o ktery se kazda od primeérné hodnoty lisi: wy = w + Aw a wy =
w — Aw. Podobné zapiseme pomoci primérné hodnoty k a kousicku Ak i jejich
vlnova disla kz a ky: kz = k+ Ak a ky = k — Ak. Rovnice (27) a (28) pfejdou
na tvary

E; = Exsin[(w + Aw)t — (k + Ak)x],
Ey = Egsin[(w — Aw)t — (k — Ak)z].

Kulaté zavorky roznasobime a c¢leny preskupime
E; = E4sin[wt — kx + Awt — Akz],

Ey = Egsin [wt — kx — Awt + Akz).
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Pro lepsi orientaci si vytvorime zavorky nové
E; = Eysin[(wt — kx) + (Awt — Akz)],

Ey = Egsin [(wt — kx) — (Awt — Akz)].

Prvni kulatou zavorku v obou rovnicich si oznac¢ime a a druhou b, vztahy se zjed-
nodussi

E; = Essinfa + b,

Ey = Egsinfa —b).

Uvazujeme dvé viny, jejichz elektrické intenzity kmitaji ve sméru osy z. Elektricka
intenzita vlny, kterda vznikne slozenim viln Z a M, je dana souctem jednotlivych
elektrickych intenzit; £ = E; + Ej;. Obé rovnice secteme, vytkneme spole¢nou
amplitudu a mame tvar

E = E4{sin[a + b] +sin[a — b]}.
Nyni pouZijeme souc¢tové vzorce?
sin [a 4 b] = sinacosb + cosasinb,
sinfa — b] =sinacosb — cosasinb
a dostavame
E = Ex{sinacosb+ cosasinb + sina cosb — cosasin b}.
Treti clen pricteme k prvnimu a ¢tvrty odecteme od druhého. Ziskdme tvar

E = Ex{2sinacosb} = 2E, sinacosb,

ktery uz lépe neupravime. Nezbyva nez se vratit k ptivodnim fyzikalnim veli¢indm

(a = wt — kz, b = Awt — Akx)
E =2E,sin (wt — kx) cos (Awt — Akx). (29)

Rovnice (29) popisuje prubéh elektrické slozky viny, ktera vznikne slozenim dvou
blizké thlové frekvence wy a wy; a blizka vlnova ¢isla kz a ky;. w a k znaci pramérné
hodnoty thlovych frekvenci wy; a wy; a vinovych ¢isel k; a ky; Aw je hodnota,
o kterou se ptivodni tihlové frekvence lisi od primérné (Aw = wy —w = w — wyy),
podobné pro Ak (Ak =ky; — k =k — k).

4Vzorce nalezneme v tabulkich a plati pro jakékoliv hodnoty a a b.
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Rozbor slozené viny

Rovnice (29) popisuje elektrickou slozku jisté elektromagnetické viny. Thned mtizeme
Fici, Ze jeji amplituda je rovna 2FE 4. Bude-li sinus i kosinus roven jedné (popf. minus
jedné), prava strana nabude maximélni hodnoty 2F 4. Bude-li sinus roven jedné a
kosinus minus jedné nebo naopak, prava strana bude rovna —2F 4. V jakémkoli jiném
pfipadé bude soucin goniometrickych funkci v intervalu (—1,1), a tedy hodnota
pravé strany padne vZdy do intervalu (—2F4,2E,).

Cést sin (wt — kz) popisuje elektrickou slozku elektromagnetické vlny iifci se
po sméru osy x, jejiz uhlova frekvence je w a vinové éislo je k. Pomoci rovnice (13)
také urcime velikost rychlosti, jakou se tato vlna Sifi prostorem %.
Dalsi ¢ast rovnice (29) cos (Awt — Akx) také popisuje elektrickou slozku néjaké

VN

a vlnové ¢islo Ak. Velikost rychlosti jejiho sifeni je tedy %.

2)

N A\ \/\/v N\/\/\ V\/W\/

obr. 26: Pfendsobenim tyrkysové viny rtizovou vznikne ¢ervend (totozna s ¢ervenou z obr. 25b)

Na 26a jsou zakresleny obé viny. Tyrkysova kiivka popisuje prvni ¢ast sin (wt — kx)
a ruzova druhou cos (Awt — Akx). Pfipomenime, ze Ak < k, proto mé razova
vlna mnohem vétsi vinovou délku nez tyrkysové (pro k plati vztah (14) A = 2T).
Pf¥enasobime-li tyrkysovou kiivku riizovou, vznikne ¢ervend kiivka® zndzornéni na
26b. Jde o vyslednou vlnu, kterd vznikla slozenim vln modré a zelené z obrazku 25
a ktera se Sifi prostorem.

Elektromagnetické viné popsané rovnici (29) piislusi tudiz dveé rychlosti. Rychlost

tyrkysové nosné viny
w

Uy = Ev (30)

STyrkysova vlna je omezovana riizovou — je-li ,rizovy” kosinus v rovnici (29) roven nule, je celd
rava strana rovna nule, af je ,tyrkysovy” sinus jakykoliv.
) ”

24



ktera odpovida velikosti fazové rychlosti viny — rychlosti sifeni faze prostorem. A

rychlost razové obalky
Aw

N
kterd odpovida velikosti rychlosti Sifeni informace nesené vinou. Rychlost v, nazy-

vame grupovou rychlosti, jednotkou je m-s—*.

Ug

(31)

Na zaver se vratime se k baterce a blikani. Kdyz vas kamarad ,cte” vzkaz,
pamatuje si, jak dlouho baterka sviti ¢i nesviti — vnima tvar zluté ¢arkované obalkové
vlny z obrazku 26b.

4.7 Velikost fazové a grupové rychlosti

Mozna vam ptipadd, Ze vztah pro velikost grupové rychlosti v, = % je stejny jako

vztah pro velikost fazové rychlosti vy = %; rozdil mezi nimi si ukdZeme na grafu

K
disperzni relace — zavislosti thlové frekvence w na vlnovém Cdisle k.

obr. 27: Velikost fazové a grupové rychlosti z disperzni relace w na k

Graf 27a zobrazuje jistou disperzni relaci. Zvolme si konkrétni elektromagnetic-
kou vlnu a oznac¢me si ji hvézdickou x. Nase vlna ma thlovou frekvenci w* a vlnové
¢islo k*. Z pravouhlého trojuhelniku na obrazku 27a urc¢ime velikost fazové rychlosti
hvézdickové viny. Je rovna tangenté thlu, ktery svird cervend primka prochazejici
bodem * a pocatkem s vodorovnou osou; vy = “,:—: = tan ¢ (¢ jako fazova).

Velikost grupové rychlosti nasi viny z grafu disperzni relace také vycteme. Po-
tiebujeme najit Aw a Ak, v, = %. Pfi odvozovani elektrické intenzity slozené viny
jsme si Ak oznacili malinky ,kousic¢ek” vlnového ¢isla u hodnoty k. Do grafu 27
zakreslime Ak* na vodorovnou osu, presnou délku si zvolime, tfeba 1cm. Na svislé
ose najdeme prislusnou vzdalenost Aw*.

Na vedlejsim obrazku vidime zvétsené okoli bodu x s vyznacenymi vzdalenostmi
AE* a Aw*. V pravothlém trojuhelniku s odvésnami Ak* a Aw* a teckovanou pre-

ponou plati tgy = 2“,;: . Kdybychom zmensovali Ak*, zmensovala by se i Aw* a tedy
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i cely trojuhelnicek s vrcholem . Jeho teckovand prepona by se vice a vice pribli-
zovala zluté tecné grafu v bodé % a thel v by stale 1épe odpovidal sklonu kiivky
v bodé * (v jako grupova).
Shrnuto: Je-li dan graf disperzni relace (zavislost
w na k), jsme z néj schopni uréit velikosti obou rych- 1
losti libovolné elektromagnetické viny. Velikosti fa-
zové rychlosti vy odpovida thel ¢ pii pocatku a veli- \A -~ M U\ \ /\/V\/i'
kosti grupové rychlosti v, sklon grafu v daném bodé,
tihel 7. Kazdy ze vztahi (30) vy = % a (31) v, = £2
urcuje néco jinéhO- obr. 28: Pro piedstavu vy a vy
Predstavte si, ze ,sedite” na obalce viny, ktera se
s vami pohybuje doprava zlutou rychlosti. Cerven4 vlna, kteréd je obalkou omezen4,
se pohybuje rychleji nez vy, vy > v,. Cervené kopecky a tidoli pod vami ubihaji, jako
by je nékdo doprava tahal. V pfipadé rovnosti v a v, je cervené kiivka se Zlutou
svazana a vy sedite stale nad tim samym cCervenym kopeckem. Nyni si ukazeme dvé
disperzni relace a urcime si velikosti rychlosti vy a v,.

Priklad prvni

Na obrazku 29 vidime linearni zavislost thlové frekvence w na vlnovém ¢isle k. Gru-
pova rychlost ma v kazdém bodé grafu stejnou velikost, protoze vSem bodtm piimky
odpovida stejny sklon. Fazova rychlost je také vsude stejna,
nebot spojnice libovolného bodu grafu a pocatku svira s vo-
/ dorovnou osou stale tentyz tihel ¢. Dokonce plati, ze tihel ¢
odpovida sklonu piimky, a tedy plati v, = vy.

Pfipomeneme si obecny vztah mezi w a k w = £k,

Jestlize je grafem pifimka prochézejici pocatkem, jde o pii-
V=@ = vy =vf mou uméru a zlomek = je konstantni. Rychlost svétla je ne-
ménna, a tak i n musi byt stale stejné. V tomto pripadé
obr. 29: vy a vy v me- index lomu n nezavisi na vlnové délce (na vlnovém d¢isle)
disperznim prostredi elektromagnetické viny — vSechny viny se prostfedim S$iti
stejnou rychlosti, nedochézi k disperzi. Obrazek 29 zobra-
zuje disperzni relaci prostiedi, které neni disperzni — mohli bychom hovorit o relaci
ynedisperzni”.
Tato nedisperzni relace odpovida tieba vakuu, kde n =1, w = ck av, = vy = c.
V jinych nedisperznich prostiedich by tihel ¢ byl mensi nez u vakua (pfimka by tolik
nestoupala). Obé rychlosti vy a vy by i zde mély shodné velikosti, ale byly by mensi
nez c.
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Piiklad druhy

Graf na obrazku 30 znazornuje disperzni relaci, se kterou se jesté setkime. Pro malé
vlnova ¢isla je tihel ¢ témét 7, potom tan ¢ a tedy i velikost fazové rychlosti nabyva
libovolné vysokych hodnot (pfevysujicich c). Zvétsujeme-
li k, Ghel ¢ postupné klesé az k thlu « (pro obrovska k se
¢ rovna ). Velikost fazové rychlosti v; tedy s rostoucim
k klesa, od libovolné vysokych hodnot k tan c.

Grupova rychlost je pro mald k blizkd nule, protoze

kiivka vede téméi vodorovné. Zvétsujeme-li vinové cislo,
krivka roste, je strméjsi a strméjsi. Pro obrovska k& mé nej-
vétsi sklon odpovidajici thlu a. Velikost grupové rychlosti ;- 5. vt & v, v plazmatu
v, s rostoucim k roste, pohybuje se v intervalu (0, tan ).

Z predpokladu teorie relativity plyne, Ze velikost grupové rychlosti (odpovidajict
sirent informace) nemuze presahnout velikost rychlosti svétla c. Velikost fazové rych-
losti hodnotou ¢ omezend neni, protoZe s ni neni spojen prenos informace.

4.8 Vektor fazové rychlosti

Fyzikalni veli¢ina rychlost je vektorova velicina — mé svoji velikost, ale i smér.
Jdete-li rychlosti 5 km/h do kina je to jiné, nez kdyz jdete rychlosti 5 km/h k zubafi,
pokud ovsem zubal neordinuje v kinosale.

Uz jsme se setkali se tfemi rychlostmi (thlovou, fazovou a grupovou) a o vek-
torech jesté nebyla kloudné te¢. Pokud jde o tthlovou rychlost u rovnomérného po-
hybu po kruznici z prvni ¢asti, neni se ¢emu divit. Uhlova rychlost zde neni vek-
torova veli¢ina ale skalarni, jde o tihel ¢ déleny ¢asem t (vztah (4)). Fazova i gru-
povéa rychlost uz vektorové velic¢iny jsou. Jejich velikosti jsme si podrobné popsali
v predchozi kapitole, sméry prisly na fadu nyni.

Uvazujeme-li rovinnou vlnu prochézejici izotropnim
prostfedim (kde jsou vSechny sméry rovnocené) je vihodné o
zvolit soufadné osy tak, aby se vlna Sifila podél jedné v, f________
z nich (my jsme ji znacili x). Mizeme se pak omezit pouze Uy
na tento jeden smér a pro rychlost vystacime s ¢islem, vek-

tor neni potfeba. Ufy &

Popisujeme-li S§iteni vln v anizotropnim prostiedi, je Tr = (v, 0,0)
vhodné souradné osy svazat s prostfedim a nikoli s vinou.

Méjme rovinnou vinu Sitici valcové symetrickym prostie- obr. 31: Vektor
dim, obr. 31. Osu symetrie prostfedi o ztotoznime s osou

z. Valcové symetrické prostiedi jinou vyznacnou osu nemé, zbylé osy uz ptizpu-
sobime vIné. Osu z zvolime tak, aby se vlna §itila pouze v roviné zz. Osa y pak
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na obrazku 29 vede kolmo do papiru (osy tvoii pravotocivou soustavu soufadnic,
viz strana 10). Chceme-li nyni popsat fazovou rychlost viny, kterd se Sifi v roviné
xz riznobézné s osami x i z, musime pouzit vektor ¥y = (vs;,0,vf,). V obecném
ptipadé pak Ur = (vfs, Uy, Vss).

4.9 Vlnovy vektor

Informace o tom, Ze se vlna nesifi pouze podél osy x, musi byt ukryta v rovnici
viny. Vlna z obrazku 31 se pohybuje v roviné xz a pribéh velikosti jejiho vektoru
clektrické intenzity E popisuje rovnice |E| = |E 4| sin(wt — (ky2 + k.z)). Oproti vIng
Sifici se podél osy x s rovnici E = Fy sin(wt — kz), pfipada nasi viné vinovy vektor
k= (kz,0,k,). Kdyby se vlna z obrazku 31 nesifila jen v roviné zz, rovnice viny
by jesté méla clen kyy a vlnovy vektor by mél tvar k= (ky, ky, k). Vedle fazové
rychlosti 0y musi byt i k vektorové velicina.
Hodnoty k., k, a k. si objasnime na ob-
razku 32. Na 32a je zakreslena rovinna vlna
vlnoplochami a vektorem fazové rychlosti.
Vidime, Ze na osu z se do vzdalenosti 27 m
(pfiblizné tedy do 6,28 m) vejdou tii vlno-
plochy a tedy tfi vlnové délky nasi viny,

k., = 3m™!. Do stejné vzdalenosti na ose
2 se vejdou ¢&tyfi vinoplochy, k, = 4m™1. B
Do sméru osy y se vlna viibec nesiri, a tak obr. 32: Vektory vy a k

k, =0m™"

Obrazek 32b zobrazuje vlnovy vektor k= (3,0,4). Z obrazku vidime, Ze smér
vlnového vektoru k je stejny jako smér fdzové rychlosti Uy a také, ze jsou oba vektory
kolmé na vlnoplochy vIny. Velikost vektoru k je rovna jeho délce, v nasem pripadé
prok=(3,0,4)je k| =vF¥+0 +£2m =9+ 16m ' =5m".

Je-li fazovd rychlost elektromagnetické viny dana vektorem Uy = (Vpy, Vpy, Ur2),
prislust ji také vinovy vektor k= (kg ky, k). Oba vektory uréuji v prostoru stejny
smer, ktery je kolmy k vinoplochdm viny.

Vektorovy tvar rovnice (30) vy = ¢ zapiSeme pomoci velikosti vektort oy a k

e

|0 = = (32)

=

Pozor! Podobné vztahy pro jednotlivé slozky vektort o a k neplati, neboli
Uiz # 12, Uy F ]f—y a v, # ;2. Odivodnéni je snadné, protoze vime, ze vektor
tazové rychlosti Uy smétfuje stejné jako vlnovy vektor k. Je-li naptiklad z-ova slozka
vlnového vektoru k = (ky, ky, k) ze vSech tii slozek nejvétsi, musi byt nejvetsi i z-ova
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slozka fazové rychlosti vy = (vgy, vy, vy,). Kdybychom uzili (vySe zminéné) Spatné
rovnice, diky podilu by nejvétsi slozka vinového vektoru odpovidala nejmensi slozce
fazové rychlosti a naopak (w je stéle stejnd).

Spravné vztahy pro jednotlivé slozky ¥y si uvadime pouze pro tplnost

wkx ka sz
- — —’ = —’ z = . 33
vy ‘kP Uty ‘kP vf ‘]{]‘2 ( )
4.10 Definice vektoru grupové rychlosti
V kapitole 4.6 jsme si odvodili vztah pro velikost grupové rychlosti v, = ﬁ—“kj viny,

N7

ktera se §ifi izotropnim prostfedim podél osy x s vinovym ¢islem k& a thlovou frek-
venci w.

Je-li vlna déna vlnovym vektorem k= (ky, ky, k), jeji grupova rychlost bude
také vektorova veli¢ina U, = (vgy, Vgy, Vg2), Pro kterou plati nasledujici vztahy

B Aw B Aw B Aw
RN A VR N

(34)

Abychom si uméli vektor grupové rychlosti predstavit, budeme opét potiebovat
grafy disperznich relaci. Tentokrat ovsem bude tieba zavislost thlové frekvence w
na vlnovém vektoru k.

4.11 Grupova rychlost v nedisperznim izotropnim prostredi

V jednorozmérném prostiedi se vlny mohou §i-
Fit pouze podél jedné piimky, oznacme ji z. a) b) o
Uvazujeme-li prostiedi nedisperzni, vsem vl-

nam (frekvencim) pfipadad jedind hodnota fa-
zové rychlosti vs. Se zavislosti w na £k tohoto
prostiedi jsme se setkali v prvnim prikladé v ka-

pitole 4.7. Jde o ptimku prochézejici pocatkem,
obr. 33a.
N&s prostor nyni rozsifime na izotropni ro- obr. 33: Disperzni relace nedisperzni

vinu zy — vSechny sméry z této roviny bude po- izotropni roviny zy

pisovat tataz primka z obrazku 33a. Disperzni

relace pro jednotlivé sméry dohromady vytvoii kuzelovou plochu nad rovinou zy
s vrcholem v poéatku, obr. 33b. Tato plocha je disperzni relaci (grafem zavislosti
thlové frekvence w na vlnovém vektoru E) roviny zy. Jde o funkci dvou proménnych,
tzn. musite zadat dvé vstupni hodnoty £, a k,, abyste ziskali vysledek w.
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Vratime se k pivodni viné, ktera se Siii pouze ve sméru osy z, ale stale budeme

uvazovat celou rovinu zy (vektory budou mit dvé slozky; z-ovou a y-ovou). Vinovy
vektor k smétuje podél z, k = (k,,0), k, > 0. Jeho velikost je |k| = \/k2 + 02 = k,.

¥ E=(ke0) Ky ks
k Ve = @
‘ Vge = |U] = vy

obr. 34: x-ova slozka grupové rychlosti

Z grafu 34a odecteme uhlovou frek-

venci nasi vlny w a dle rovnice (32) |0f| =
ﬁ urc¢ime velikost vektoru fazové rych-
losti. Fazova rychlost mé stejny smeér jako
vlnovy vektor, mtzeme ji tedy zapsat ve
tvaru 0y = (vg,, 0) = (7%, 0).

Slozky vektoru grupové rychlosti

Aw
Aky

. Zlomek AA—IZ udava sklon funkce

jsou dany rovnicemi (34) v, = a

_ Aw
9Y = Ak,
w v zavislosti na k, v bodé oznaceném

()

puntikem. Kuzel fizneme modrou rovi-
nou, ktera prochazi puntikem a je kolma
na osu y. Kolmost je nutna proto, aby k,

bylo v celé modré roviné konstantni (v naSem piipadé k, = 0) a my méli zavislost

pouze na k,. V modré roviné vidime potfebnou zavislost thlové frekvence w na vl-

novém cisle k,. Je to pfimka z 33a, ze které jsme vytvorili cely kuzel. Slozka vektoru

grupové rychlosti vy, je dana sklonem modré polopiimky v puntikovém bodé&. Ten je

ovsem stejny jako thel ¢, ktery udava z-ovou slozku vektoru fazové rychlosti. Tedy

plati vy, = vp, = |Uf].

Zbyva urcit hodnotu vy, neboli
sklon grafu zavislosti thlové frek- a)
vence w na vlnovém disle k,. Ted
kuzel fizneme zelenou rovinou, ktera
prochézi nasim puntikovym bodem a
je kolma na osu x. Ziskame tak graf
zéavislosti thlové frekvence w pouze
na vlnovém cisle ky; k, je zde vSude
stejné. Zelenou kiivku (¢ast hyper-
boly) vidime na obrazku 35b. Puntik
je v jejim minimu (v doliku). Sklon
kiivky v minimu je nulovy (tefna
vede vodorovné) a tedy vy, =0=uvy,.

w
—_————
| Ky
Yy =0
Vgy = 0

obr. 35: y-ova slozka grupové rychlosti

Dosli jsme k z&veru, Ze vektor grupové rychlosti @, libovolné vlny v nedisperznim

izotropnim prostredi je shodny s jejim vektorem fazové rychlosti v, vy, = vy, a

Ugy = Uyy, tudiz ¥, = ¥. Velikost obou vektorti je pak dana jedinou hodnotou

indexu lomu n celého prostiedi |v,| = || = £ (rovnice (23)).

n
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4.12 Smér vektoru grupové rychlosti

souradnic Vztahy pro vypocet jednotlivych slozek vektoru grupové rychlosti jsme
si uvedli v kapitole 4.10. Poc¢itat ani odvozovat pomoci nich uz nebudeme. Dale
budeme potfebovat pouze smér vektoru v, ktery udava, kudy se informace nesena
vlnou $ifi. Bez odvozovani si ted ukazeme, jak smér v, urcit.

Vyjdeme z disperzni relace
dvourozmérného prostiedi, ro- a)
viny zy, kde kazdé vIné s vlno-
vym vektorem k= (ky, ky) je pfi-
fazena jeji uhlova frekvence w (s
timto typem grafu jsme se setkali

v predchozi kapitole. Graf funkce wI

vytvaii plochu nad rovinou zy. ‘ /

Na obrazku 36a disperzni relaci \

tvori ,,zboku seslapnutd miska”. s /
Omezime se pouze na viny

o jediné thlové frekvenci w — plo-
chu Fizneme Cernou rovinou rov- obr. 36: Sméry grupové rychlosti
nobéznou s xy ve vysce nadmi zvolené w, fez je na obr. 36b. Cerné kiivka odpovida
koncovym bodtim vlnovych vektort k patiici vlndm o jediné w.

Smeér grupové rychlosti viny je dan kolmici k te¢né grafu. Vse vidime na obrazku
36b. Zvolime si E, Sedé je vyznacena tecna grafu a zluté jeji kolmice. Vektor 7, viny
s vlnovym vektorem k smétuje jako zluta Sipka. Pozor, jeho velikost Sipka uz neur-
cuje, ziskali jsme pouze smeér.

Na obrazku 36b je zobrazeno nékolik dal-

a) b)
sich vlnovych vektort se svymi sméry v,. Jeli- o
koz vektor fazové rychlosti vlny sméfuje vzdy \X& vf
jako k (kapitola 4.9), sméry rychlosti U a Af’ \\
pripadajici jedné viné se mohou lisit. V nasem & \

ptipadé plati v, || Uy jen, kdyz vy (resp. E) miti
podél = nebo y. V ostatnich pfipadech kazda  obr. 37: Odlisné sméry vektori vy a vy
z rychlosti ¥y a ¥, sméfuje jinam.

Na obrazku 37a je zobrazena vlna pomoci vlnoploch. Vlnoplochy se prostorem
pohybuji rychlosti popsanou ¢ervenym vektorem®, ktery odpovida fazové rychlosti
vlny. Pokud vlnou posleme informaci, vytvofime jakési balicky (kapitola 4.6). Tyto
balicky (37b zluté) se mohou pohybovat jinym smérem, nez se uvnitt¥ nich pohybuji
vlnoplochy.

6Sméfujicim vzdy kolmo na vlnoplochy.
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Smeéry v, a Uy v izotropnim prostiedi

V izotropnim prostiedi plati, ze velikost fazové rychlosti viny nezévisi na jejim smeéru.
Kdyz jsou vektory ¢y pro jednu uhlovou frekvenci w do vSech smért stejné dlouhé,
pak i vSechny vlnové vektory maji stejnou velikost, rov-

nice (32) |k| = /5, Disperzni relaci pro konstantni w Fy]

(analogickou k ¢ernému fezu v predchozi kapitole) je tedy
vzdy kruznice s polomérem |l§| Kdekoli si ke kruznici vy-
tvofime tecnu a k ni kolmici, vZdy bude rovnobézna s pii-

slusnym vinovym vektorem ka tedy i s vektorem fazové
rychlosti U, obr. 38.
V izotropnim prostredi je vektor grupové rychlosti U

vZdy rovnobéiny s vektorem fazové rychlosti vy.

Cela disperzni relace izotropni roviny xy musi byt plo-
cha, kterd ma vSechny vodorovné fezy kruzmice (kuzel, obr. 38: Sméry v, v izotrop-
oy ;. ., , nim prostfedi
neseslapnuta miska, otoceny zvonek bez srdce). Takové
plochy vzniknou otacenim néjaké ktivky okolo svislé osy
z. Pavodni kiivka popisuje jeden smér z roviny zy, ale diky izotropii odpovida vSem
smérim z zy. V kapitole 4.11 jsme z jedné poloptimky vytvorili cely kuzel.

Smeéry v, a Uy v anizotropnim prostiedi

V anizotropnim prostiedi velikost fazové rychlosti
elektromagnetické viny zévisi na jejim sméru. Kdyz ky?
jsou vektory ¥, patfici vlndm s jedinou w rtzné
dlouhé, pak jsou rtizné dlouhé i jejich vinové vek-
tory k dané rovnici (32) |k| = Gk

Jedna z moznych disperznich relaci pro nemén-
nou w je na obrazku 39. Vytvorime-li ke kiivce Sedé

tecny a k nim zluté kolmice, je jasné vidét, ze exis-
tuji sméry, kde vektory rychlosti ¥y a ¥, mifi od-
lisné.

] ; s, 3 obr. 39: Sméry ¥, v anizotropnim
V' anizotropnim prostredi vektor grupové rych-

losti U, obecné neni rovnobézny s vektorem fdzové

prostiedi

rychlosti Uy. Informace nesend vinou se pak siri jingym smérem v prostoru, nez jakym
se pohybuji vinoplochy.
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