Dvoudimenzionalni lineArni harmonicky
oscilator

Zadani uloh

V nésledujicim pracovnim listu se budete zabyvat dvoudimenzionalnim line-
arnim harmonickym oscilatorem (2D LHO). Ptipomente si, jak se pomoci jed-
nodimenzionalnich problémi poskldda Teseni 2D problémii se separovatelnymi
proménnymi. Rovnéz si pripomente, jak se urci energie n-té hladiny a jaky tvar
maji stacionarni vlnové funkce 2D LHO.

Vyuzijte odkaz, ktery vas zavede na QuVis aplet zobrazujici dvourozmeérny
linearni harmonicky oscilator:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/2DQuantumHarmonicOscillator/2d_oscillator2.html

Na obréazku nize je aplet, se kterym budete pracovat:

Animace Ukoly ‘ QuVis

Vlastni stavy energie ve dvoudimenzionalnim kvantovém oscilatoru -

Aplet zobrazuje vlastni stavy energie pro ¢astici ve dvouroz- X/
Yiolx, ¥) 2 mérném harmonickém oscilatoru. Potencilni energie je rovna
— V = 1/2 mw? (x2+y?), kde m je hmotnost &astice a parametr w

uréuje prubéh potencialni energie (jde o analogii Ghlové frekvence
oscilatoru). Hamiltoninan se da rozdélit na dvé éasti - prvni cast
zavisl jen na soufadnici x, druhéa na soufadnici y — kazdou éast Ize
fesit samostatné jako jednodimenzionalni problém. Viastni stav
Je jednoznaéné uréen pomoci dvou kvantovych Cisel n, a n,.
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Obréazek 1: Spravné nastaveny QuVis aplet.

Vlevo na strance je vidét graf vinové funkce a pod nim graf hustoty pravdépo-
dobnosti. Uprostied lze nastavit hodnotu obou kvantovych ¢isel odpovidajicich
feseni prislusnych jednodimenzionalnich problémi, vpravo si mizete nechat zob-
razit energii ¢astice.

1. Nastavujte rizné kombinace kvantovych cisel a pozorujte grafy vinovych
funkeci prislusejicich stavim popsanych danymi kvantovymi ¢isly. Zkuste od-
vodit, jaka je souvislost mezi hodnotou kvantovych ¢isel a poctem extrémi
vlnové funkce. (Vzpomente, jak tomu bylo v ptipadé jednorozmérného line-
arntho harmonického oscildtoru).



2. Jakd kombinace kvantovych ¢isel n, a n, zaruci, Ze vysledna vinova funkce
bude mit:

o Sest lokdlnich extrému?

o prave jedno (globédlni) maximum?

Nejdiive si odpovéd rozmyslete a poté sviij odhad ovérte nastavenim pri-
slusné kombinace kvantovych c¢isel.

3. Nastavte stav popsany kvantovymi ¢isly n, = 5 a n, = 5. Kde nalezneme
¢astici nachazejici se v tomto stavu s nejvétsi pravdépodobnosti? Nemusite
uvadét konkrétni souradnice, staci, pokud slovné popisete, o jakd mista jde.

Napovéda: Vyuzijte graf hustoty pravdépodobnosti.

4. Nyni skryjte hodnoty energie. Jakd bude celkova energie castice ve stavu,
ve kterém budou mit kvantova ¢isla hodnoty:

e Ny =mny =37

e ny=1,n,=27
Svoje vysledky si nésledné zkontrolujte v apletu.

5. Méjme tento graf:

Obréazek 2: Zadani dlohy 5.

e Jde o graf vinové funkce, nebo hustoty pravdépodobnosti? Vysvétlete.

o Jakd je celkova energie castice nachazejici se v tomto staciondrnim
stavu?



Reseni dloh z pracovniho listu ,,Dvoudimenzionalni line-
arni harmonicky oscilator*

1. U jednorozmérného oscilatoru pro graf vinové funkce plati, Ze pocet lokal-

2.

nich extrému je o jedna vétsi nez kvantové c¢islo, kterym dany stav popisu-
jeme.

Zde je situace analogicka, jen nesmime zapomenout na to, ze mame nyni
kvantova Cisla dvé a pocty lokalnich extrémii podél jednotlivych os je treba
mezi sebou nasobit. Takze kdyz obé kvantova ¢isla zvétsime o jedna a na-
sledné vysledky vynasobime, dostaneme pocet lokalnich extrémiti. Pokud
oznac¢ime pocet lokalnich extrémi pismenem N, pak plati:

N =(ny+1)-(n, +1).

o Sest lokalnich extrémi vlnové funkce zaridi vice kombinaci kvantovych

c¢isel. Vyjdeme z Teseni predchozi tlohy. V 1D pripadé by platilo, ze
stavu popsaném kvantovym c¢islem n odpovida vlnova funkce s n + 1
extrémy. Zde hleddame dvé ¢isla, jejichz soucin je Sest. Poté tato cisla
o jedna zmensime a dostaneme kvantova c¢isla:

prvni feseni: n, =0, n, =5,

druhé feseni: n, = 1, n, = 2.

V kazdém z uvedenych teSeni je mozné kvantova cisla navzajem pro-
hodit, tim se vysledny pocet extrémi vinové funkce nezméni. Celkove
ma tedy tato tloha ¢tyti rlizna feseni. Na obrazku |3| jsou uvedena dveé
z nich.

Obréazek 3: Graf vinové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 1,
n, = 2 (vlevo) a stavu s n, =0, n, =5 (vpravo).

o Aby méla vlnova funkce jedno globalni maximum, tak v jednorozmeér-

ném pripadé by kvantové ¢islo muselo byt nulové, ¢astice by se musela
nachazet v zakladnim stavu. Zde mame dvé kvantova ¢isla, obé musi
byt nulovd, n, = n, =0 (viz obrdzek ).



X \

Obrézek 4: Graf vinové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = n, = 0.

3. Na zakladé predchozi tlohy vime, ze ve stavu popsaném kvantovymi ¢isly
ng = ny, = 5 ma vlnova funkce 36 lokalnich extrémi. Odpovidajici hustota
pravdépodobnosti ma tedy 36 lokalnich maxim. Nicméné tato maxima ne-
maji vsechna stejnou hodnotu. Hodnoty maxim hustoty pravdépodobnosti
se zveétsuji s rostouci vzdalenosti od stfedu potencidlu. Nejvétsi hodnotu
maji maxima, kterd jsou nejvice vzdalena od stredu grafu. Pokud bychom
si predstavili, Ze spojnice maxim rovnobézné se souradnicovymi osami tvori
¢tverec, potom by pravdépodobnost nalezeni ¢astice byla nejvétsi ve vr-
cholech tohoto ¢tverce (viz obrazek . Nize je uveden jak klasicky, tak
i vrstevnicovy graf.

Obrézek 5: Hustota pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, =
5, ny = 5, klasicky i vrstevnicovy graf.

4. Pripomenme, Ze celkova energie ¢astice nachézejici se v linedrnim harmonic-
kém oscilatoru se vypocita podle vzorce E = hw(n+ %) Problém oscilatoru
je separabilni, pokud tedy uvazujeme dvoudimenzionalni oscilator, bude
celkovd energie castice rovna souctu dilcich energil F, a E,, .

Pro celkovou energii ¢éastice dostavame vzorec £ = hw(n, +n, + 1).
e ny=n,=3 = E=wB+3+1)="Th.
e n,=1n,=2—-E=w2+1+1)=4hw.
Nase vysledky se shoduji s tim, co ukazuje aplet. Pokud jste jiz Tesili lohy

na téma ,Dvoudimenziondlni nekonecéna potencidlova jama“, porovnejte
mezi sebou Teseni této tlohy.



d.

o Jde o graf vlnové funkce, nebot je vidét, ze funkce na obrazku [2l nabyva
kromé kladnych hodnot i hodnot zapornych.

e 7 obrazku ur¢ime kvantova ¢isla podle poctu extrémi. Myslime na
to, ze pocet extrémi podél dané osy je o jedna vétsi nez prislusné
kvantové cislo: n, = 5, n, = 3. Vyuzijeme vysledky z predchozi tlohy
a dopocitdme celkovou energii: £ = hw(5 + 3 + 1) = 9hw.



