Vrstevnicové grafy

Tento pracovni list je vénovan vrstevnicovym grafim. Jde o grafy funkci dvou
proménnych, které umoznuji znazornit jejich hodnoty dvojrozmérné, tj. napriklad
do roviny papiru.

Nejprve doporucuji navstivit stranky, na které vas zavedou nasledujici odkazy:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/2DQuantumHarmonicOscillator/2d__oscillator2.html
http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/Infwell2d /infwell2d.html

Odkazy vedou na aplety zobrazujici feseni pro obdélnikovou ¢i ¢tvercovou
jamu a dvoudimenzionalni harmonicky oscilator. Nastavte rizné kombinace kvan-
tovych c¢isel a pozorujte graf vinové funkce a hustoty pravdépodobnosti. Sledujte
také sedé krivky pod grafem hustoty pravdépodobnosti ¢i vinové funkce. Tyto
sedé krivky predstavuji vrstevnicové grafy.

V nasledujicim textu se s témito grafy seznamite. Cilem bude naucit se na-
kreslit vrstevnicovy graf dané funkce, pokud budete znat bézny graf a také se
naucit odvodit z podoby vrstevnicového grafu typ funkce a rozhodnout, zda se
jednd o jamu nebo oscilator. Ovladnuti této dovednosti vam mize pomoci si vi-
cerozmérné problémy v kvantové mechanice 1épe predstavit.

Budete mit také za kol nékteré vrstevnicové grafy sami nakreslit, proto si pri-
pravte papir, pastelky, tuzku a gumu. Cilem nebude nakreslit presny graf funkce,
nybrz vytvorit nacrtek, ktery zachyti charakter pribéhu dané funkce.

Zacnéme grafy znazornujici stavy v nekonecéné hluboké potencidlové jameé.
Graf na obrazku 1] jste jiz mozna vidéli, pokud jste tesili lohy v pracovnim listu
zaméreném na nekonecnou dvoudimenzionalni potencidlovou jamu.
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Obrézek 1: VInova funkce odpovidajici stavu v 2D potencidlové jamé s kvantovymi
cisly ng = 3, ny, = 2.

Vlnova funkce stacionarniho stavu ¢astice v nekonecné ¢tvercové jame o strané
délky L v case t = 0s ma tvar:

$(ay) = Zsin("a2) - sin("),

kde n, a n, jsou kvantova cisla charakterizujici dany stav. Stacionarni stav,
kterym se nyni zabyvame, je soucinem dvou sini. Co z toho pro nas vyplyva?



7, vlastnosti funkce sinus je patrné, ze lokalni maxima uvedené vlnové funkce
maji vSechna stejnou hodnotu, totéz plati i pro minima. Hodnoty funkce v maxi-
mech se lisi od hodnot v minimech jen znaménkem. VInova funkce nabyva maxim
v bodech, kde maji obé funkce sinus hodnotu +1 nebo —1 a minim v takovych
bodech, ve kterych jeden ze sintt nabyva hodnoty +1 a druhy —1.

Nyni mame za kol nakreslit vrstevnicovy graf vinové funkce na zakladé grafu
klasického (viz obrazek . Nejprve je potfeba si na papife vymezit ¢tvercovou
oblast, do které budeme vrstevnicovy graf kreslit. Ponévadz je zadana funkce peri-
odicka, rozdélime si ¢tverec na oblasti pro jednu ptilperiodu této funkce. O poctu
téchto oblasti rozhoduji kvantova cisla. V pracovnich listech vénovanych dvou-
dimenzionalni nekonecné pravoihlé potencialové jamé a dvoudimenzionalnimu
linearnimu harmonickému oscilatoru jsou uvedeny tlohy vénované hledani sou-
vislosti mezi kvantovymi ¢isly a poc¢tem lokalnich extrémi vinové funkce. Pokud
si tyto souvislosti nevybavujete, doporucuji si je pred kreslenim pripomenout.

V kazdé oblasti, na kterou si ¢tverec rozdélime, bude funkce ze zadani nabyvat
extrému. Kazda oblast pritom odpovida jedné ptlperiodé funkce.

Polozme si tyto otézky:

» Kolik bude oblasti ve sméru osy = a y, na které si rozdélime papir?
« Budou vsechny oblasti stejné velké?

o Nabyva funkce jen kladnych, nebo i zapornych hodnot?

o Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Zmate odpovedi na tyto otazky? Potom se pustte do kresleni! Muzete pritom
mit samoziejmé otevieny klasicky graf, nebo to muzete zkusit bez néj! Pokud si
nejste jisti, ¢téte dale.

Zde jsou odpovédi:
e Ve sméru osy x budeme kreslit tii oblasti, ve sméru osy y dvé oblasti.
o VSechny oblasti budou stejné velké. To plyne z predpisu vinové funkce.

o Funkce nabyva jak kladnych, tak zapornych hodnot.

» Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet vrstevnic, které budete kreslit.
Dbejte vsak na to, abyste v kazdé oblasti nakreslili stejny pocet krivek.

Ja jsem vyuzil barvy duhy, od fialové po ¢ervenou. Fialova reprezentuje hod-
noty, kterych funkce nabyva v okoli globalnich minim, cervena poté hodnoty,
kterych funkce nabyva v okoli globdlnich maxim. Pro hodnoty v okoli nuly jsem
pouzil odstiny zelené.

Na obrazku [3] je mnou nakresleny graf vlnové funkce, nakres je rozdélen do
¢tyT krok.

Na obrazku {4] je presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica,
pro piehlednost uvddim i legendu. Jak je vidét na obrazku [3| rukou neni mozné
zakreslit presny tvar vrstevnice, nicméné lze zachytit jeji tvar dostatecné, aby mi
vysledny graf pomohl udélat si predstavu o pribéhu funkce.



Podivejte se na obrazek [ Kdyz mate nyni pfed sebou vrstevnicovy graf,
zamyslete se, jak pomoci tohoto grafu odvodite pribéh funkce. VSimnéte si, kte-
rych hodnot funkce nabyva, kolik napocitate extrémi podél jednotlivych os. Na
zakladé toho uz byste méli byt schopni zpétné urcit, o jaky stacionarni stav se
jedna.

Nyni nakreslime graf hustoty pravdépodobnosti p odpovidajici stavu s kvan-
tovymi ¢isly n, = 4, n, = 1. Zkuste nakreslit graf sami! Pokud si nevite rady,
muzete ¢ist dale, nize popisu postup kresleni.

Zkuste opét zodpovédét nasledujici otazky:

o Na kolik oblasti si papir rozdélite?
o Budou vsechny oblasti stejné velké?
o Nabyva funkce ze zadani jen kladnych, nebo i zapornych hodnot?

o Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Pomohly vam otazky? Uz vite, jak budete graf kreslit? Pokud ano, pustte se
do toho! Pokud si nejste jisti, ¢téte dale.

Zde jsou odpovédi na vyse uvedené otazky:

o Papir si rozdélte na ¢tyti oblasti v jedné fadé podél osy x. Kvantové cislo
totiz odpovida poctu extrémi podél dané osy.

e VsSechny oblasti jsou stejné velké.

o Funkce nabyva jen kladnych hodnot, jedna se totiz o hustotu pravdépodob-
nosti.

« Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet vrstevnic. Dbejte ovSem na
to, abyste v kazdé oblasti nakreslili stejny pocet vrstevnic.

Ja jsem vyuzil barvy duhy jako predtim. Pouzil jsem vSechny barvy, fialo-
vou barvou jsem znazornil hodnoty funkce blizké nule. Dalsi moznosti by poté
bylo naptiklad pouzit pro hodnoty blizké nule zelenou barvu, jak tomu bylo v
predchozim prikladu. Na obrazku [5] je mij nakres grafu opét rozfazovany do ¢tyt
krok.

Presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica je uveden na ob-
rézku [6l

Pokud bychom chtéli na zakladé vrstevnicového grafu urcit stav, jakému zob-
razena funkce prislusi, je dobré nejprve urcit, jestli jde o graf vlnové funkce,
nebo hustoty pravdépodobnosti. Nasledné spocitame extrémy a podle nich ur-
¢ime kvantova ¢sla. Ukol na procviceni je zafazen na konec pracovniho listu.

Podivejme se nyni na linedrni harmonicky oscilator (LHO). Pfedpis vlnové
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mitovy polynomy a exponencialy.
Uvedme konkrétni graf, ktery jste jiz potkali, pokud jste Tesili pracovni list
zaméfeny na 2D linedrni harmonicky oscilator. Graf je vyobrazen na obrazku [2]
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Obrazek 2: Graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 5,
ny = 3.

Je vidét, ze pruméty ,kopci“ do roviny xy, které se nachazeji v rozich, za-
ujimaji v roviné xy nejvétsi plochu. Vlnova funkce nabyva v téchto oblastech
globalnich extrémii. Naopak pudorysy kopcti uprostied jsou oproti tém v rozich
mensi a vinova funkce v téchto oblastech nenabyva globalné extrémnich hodnot.

Kdyz chceme nakreslit vrstevnicovy graf, zajima nas opét nejprve pocet
,obdélnikovych“ oblasti, na které je rovina zy rozdélena a také jejich rozmis-
téni. Pocet oblasti v jednom sméru je roven kvantovému ¢islu podél prislusné
osy zvétsenému o jedna. Celkovy pocet oblasti je poté sou¢inem kvantovych ¢i-
sel zvétsenych o jedna. Znovu vyuzijeme barvy duhy. Fialova bude jako predtim
reprezentovat nejmensi funkéni hodnoty, ¢ervena potom nejveétsi funkéni hodnoty.

Vrstevnicovy graf vlnové funkce z obrézku [2] je uveden na obrazku [7]

Zamérte svou pozornost na tento graf, porovnejte ho s grafem klasickym.
Vsimnéte si rozdilit mezi oscildtorem a jadmou. Zamyslete se, jak pomoci tohoto
grafu odvodite hodnoty kvantovych ¢isel. VSimnéte si, kterych hodnot funkce
nabyva, kolik napocitate extrému podél jednotlivych os. Na zdkladé toho uz byste
zpétné méli byt schopni urcit, o jaky stacionarni stav se jedna.

Nyni nakreslime vrstevnicovy graf hustoty pravdépodobnosti prislusejici stavu
s kvantovymi ¢isly n, = 1, n, = 2. Zkuste graf nakreslit sami! Pokud si nevite
rady, muzete ¢ist dale, nize popisu postup kresleni.

Stejné jako v odstavci vénovaném potencidlové jameé zkuste zodpovédét nésle-
dujici otazky:

Jak si papir rozdélite?
o Budou vsechny oblasti stejné velké?

o Nabyva funkce ze zadani jen kladnych, nebo i zdpornych hodnot?

Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Pomohly vam otézky? Uz vite, jak budete graf kreslit? Pokud ano, pustte se
do toho! Pokud si nejste jisti, ¢téte dale.

Zde jsou odpovédi na vyse uvedené otazky.
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o Papir rozdélte na dvé oblasti podél osy x a tti oblasti podél osy .

« Oblasti uprostied budou mensi nez oblasti v rozich. Opirame se o pozoro-
vani, které jsme ucinili u predchoziho grafu.

o Funkce nabyva jen nezdpornych hodnot, ponévadz jde o hustotu pravdépo-
dobnosti.

e Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet zakreslenych vrstevnic. Dbejte
ovsem na to, abyste v rohovych oblastech nakreslili vrstevnic vice, nez v ob-
lastech blize stfedu. Pocet vrstevnic by totiz mél respektovat hodnotu, kte-
rou funkce v oblasti nabyva.

Nyni méate vsechny potiebné informace k nakresleni grafu. Pustte se do prace!

Ja jsem vyuzil barvy duhy, od fialové po cervenou. Dalsi moznosti by bylo
naptiklad pro hodnoty blizké nule pouzit zelenou barvu, jako tomu bylo u vlnové
funkce. Na obrézku [§ je mij ndkres grafu rozfdzovany do ¢tyf kroki.

Vsimnéte si, ze jsem pro hodnoty funkce blizké maximu pouzil pro oblasti
blize stredu zlutou, nikoliv ¢ervenou barvu, protoze hustota pravdépodobnosti
dosahuje v tomto pripadé vyssich hodnot v rohovych oblastech nez v oblastech
blize stredu.

Na obrézku[9]je pfesny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica. Pro
prehlednost uvadim i legendu. Srovnejte, nakolik jste se priblizili tomuto grafu a
jak moc se naopak lisite. Je namisté prfipomenout, ze nejde o presné zachyceni
pribéhu funkce, nybrz o alespon priblizny nakres.

Podivejte se na obréazek [9] Kdyz méate nyni pfed sebou vrstevnicovy graf,
zamyslete se, jak pomoci tohoto grafu odvodite pribéh funkce. Vsimnéte si, kte-
rych hodnot funkce nabyva, kolik napocitate extrémi podél jednotlivych os. Na
zakladé toho uz byste méli byt schopni zpétné urcit, o jaky stacionarni stav se
jedna.

Na zavér budete mit za kol prifazovat ke zobrazované funkci a kombinaci
kvantovych ¢isel spravny graf. U kazdé pritazené dvojice poté rozhodnéte, jestli
se jedna o linedrni harmonicky oscilator, nebo o nekonec¢nou ¢tvercovou potenci-
alovou jamu.

Vybirejte z této nabidky:

1. Vlnové funkee, n, = 3, n, = 0.

2. Hustota pravdépodobnosti, n, =1, n, = 2.
3. Vlnova funkce, n, = 2, n, = 3.

4. Hustota pravdépodobnosti, n, = 2, n, = 2.

Na obréazku [10] jsou grafy, ke kterym pritazujte z predchozi nabidky.

Pokud si nejste jisti, muzete se vratit o nékolik radkt vyse a zopakovat si, jak
se tvori vrstevnicové grafy na zakladé zadanych kvantovych cisel.

Resen{ tohoto cviteni zde neuvadim.



Obrazek 3: Vrstevnicovy graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
ng = 3, ny, = 2, rucni nacrtek.

Obrazek 4: Vrstevnicovy graf vinové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi cisly
ng = 3, n, = 2 vytvoreny ve Wolfram Mathematice.



Obrazek 5: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 4,
n, = 1, ruc¢ni nacrtek.

Obréazek 6: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi éisly n, = 4,
ny, = 1.
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Obrazek 7: Vrstevnicovy graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
Ng =D, Ny = 3.

Obrazek 8: Graf hustoty pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
ng = 1, ny, = 2, rucni nacrtek.
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Obrazek 9: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 1,1, =
2.
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Obrézek 10: Zadéani tlohy na prifazovani grafi ke kvantovym ¢islim.



